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�åøåíèÿ íà çàäà÷èòå îò òåìàòà çà 10�12 êëàñ

Çàäà÷à 1. Òî÷êà B ëåæè íà åäíîòî ðàìî íà îñòúð úãúë ñ âðúõ òî÷êà A, à òî÷êà C ñå äâèæè

âúðõó äðóãîòî ðàìî òàêà, ÷å △ABC å îñòðîúãúëåí. Íåêà AA1 è CC1 ñà âèñî÷èíè â △ABC
(A1 ∈ BC, B1 ∈ CA). Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâàòà A1C1 ìèíàâà ïðåç ïîñòîÿííà òî÷êà.

�åøåíèå. Íåêà H = AA1∩CC1, B1 = AC ∩BH, à D å âòîðàòà ïðåñå÷íà òî÷êà íà îêðúæíîñòòà

ñ äèàìåòúð AB è ïðàâàòà A1C1. Òîãàâà <) BDB1 =<) BAC. Îò äðóãà ñòðàíà, òî÷êèòå A1 è C1

ëåæàò íà îêðúæíîñòòà ñ äèàìåòúð BH è çíà÷è <) BB1D =<) BA1C1 = 90◦− <) B1BA =<) BAC.
Ñëåäîâàòåëíî <) BDB1 =<) BB1D, ò.å. D å ñèìåòðè÷íàòà òî÷êà íà B1 ñïðÿìî AB.

Îöåíÿâàíå. Ïî 2 ò. çà <) BDB1 =<) BAC, <) BB1D =<) BA1C1 è <) BA1C1 =<) BAC, è 1 ò. çà

äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà a è b, çà êîèòî ÷èñëîòî a4 + a2b2 + b4 èìà

ñàìî åäèí ïðîñò äåëèòåë.

�åøåíèå. Ïîíåæå a4+a2b2+b4 = (a2−ab+b2)(a2+ab+b2), òî a2−ab+b2 = pm è a2+ab+b2 = pn,
êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî, à 0 ≤ m < n ∈ Z. Îò äðóãà ñòðàíà, 3(a2 − ab + b2) ≥ (a2 + ab + b2).
Ñëåäîâàòåëíî m = n − 1, p = 3 è a = b = 3k, êúäåòî 0 ≤ k ∈ Z, èëè m = n − 1, p = 2 è

a2 + b2 = 3ab, êîåòî å íåâúçìîæíî.

Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ðàçëàãàíåòî, 1 ò. çà pm è pn, 2 ò. çà m = n− 1, p ≤ 3, 1 ò. çà p = 3 è 1 ò. çà

p = 2.

Çàäà÷à 3. à) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî x, y, z > 0 è xyz = 1, òî

x

1 + x+ xy
+
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1 + y + yz
+

1

1 + z + zx
= 1.

á) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà t > 0, çà êîèòî íåðàâåíñòâîòî

x

t + x+ xy
+

y

t+ y + yz
+

z

t + z + zx
≤

1

t

å èçïúëíåíî çà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà x, y, z > 0.

�åøåíèå. à) Ñëåä ïîëàãàíåòî x = b/a, y = c/b, z = a/c, s = a+ b+ c äîñòèãàìå äî î÷åâèäíîòî
ðàâåíñòâî b/s+ c/s+ a/s = 1.
á) Ïðè x = y = z = 1 ïîëó÷àâàìå íåîáõîäèìîòî óñëîâèå t ≤ 1.
Òî å è äîñòàòú÷íî. Íàèñòèíà, ïðè t ≤ 1 èìàìå, ÷å

tx

t+ x+ xy
≤

x

1 + x+ xy
.

Êàòî ñúáåðåì òîâà íåðàâåíñòâî ñ äðóãèòå äâå ïîäîáíè, îñòàâà äà ïðîâåðèì äàäåíîòî íåðàâåíñòâî

ïðè t = 1.
Ïúðâè íà÷èí [îò êîéòî ñëåäâà à)℄. Ñëåä ïðèâåæäàíå ïîä îáù çíàìåíàòåë èìàìå äà äîêàæåì, ÷å

0 ≤ A = (1 + x+ xy)(1 + y + yz)(1 + z + zx) − x(1 + y + yz)(1 + z + zx)

1



−y(1 + z + zx)(1 + x+ xy)− z(1 + x+ xy)(1 + y + yz).

Ñëåä ðàçêðèâàíå íà ñêîáèòå è ñúêðàùàâàíå ïîëó÷àâàìå, ÷å A = (xyz − 1)2.

Âòîðè íà÷èí [êîéòî ñå ñâåæäà äî à)℄. �àçãëåæäàéêè ëÿâàòà ÷àñò íà íåðàâåíñòâîòî ïðè t = 1
êàòî �óíêöèÿ f(x), íàìèðàìå, ÷å

f ′(x) =
1

(1 + x+ xy)2
−

z2

(1 + z + zx)2
=

1− xyz

(1 + x+ xy)(1 + z + zx)

(

1

1 + x+ xy
+

z

1 + z + zx

)

.

Çíà÷è max f = f(1/yz) = 1, êàòî ïîñëåäíîòî ñëåäâà îò à).

Îöåíÿâàíå. 7 ò. çà ïúëíî ðåøåíèå, îò êîèòî 2 ò. çà à) è 2 ò. çà ñâåæäàíå íà á) äî ñëó÷àÿ t = 1.

Çàäà÷èòå îò òàçè òåìà ñà ïðåäëîæåíè îò Íèêîëàé Íèêîëîâ.
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