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�åøåíèÿ íà çàäà÷èòå îò òåìàòà çà 10�12 êëàñ

Çàäà÷à 1. Úãëîïîëîâÿùèòå íà <) BAC è <) DAC ïðåñè÷àò ñòðàíèòå BC è DC íà èçïúêíàë

÷åòèðèúãúëíèê ABCD â òî÷êè E è F. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìåäèöåíòúðúò M íà △BCD ëåæè íà

EF òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî AC = AB + AD.

�åøåíèå. Èìàìå, ÷å
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(ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò ñâîéñòâîòî íà úãëîïîëîâÿùèòå) è çíà÷è

M ∈ EF ⇔ AC = AB + AD.

Îöåíÿâàíå. Ïî 1 ò. çà ñåäåìòå ðàâåíñòâà.

Çàäà÷à 2. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî a, b > 0 è a3 + b3 ≥ 2, òî a2 + b2 ≥ a+ b.

�åøåíèå. Àêî λ3 = a3 + b3, a = λc è b = λd, òî λ ≥ 1, c3 + d3 = 2 è íåðàâåíñòâîòî ïðèåìà âèäà

λ(c2 + d2) ≥ c + d. Çíà÷è å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî ïðè λ = 1. Ñåãà ìîæåì äà

ñ÷èòàìå, ÷å a ≤ 1 ≤ b. Ïîíåæå (a2+a+1)(a2−a) = a(a3−1) = a(1− b3) = a(1− b)(b2+ b+1), òî

(a2 + a+ 1)(a2 + b2 − a− b) ⊜ (b− 1)(b(a2 + a+ 1)− a(b2 + b+ 1)) , (b− 1)(b− a)(1− ab).

Îñòàâà äà ñúîáðàçèì, ÷å ab ≤ 1 îò íåðàâåíñòâîòî ìåæäó ÑÀ è Ñ�.

Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ðåäóêöèÿ äî λ = 1, 2 ò. çà ⊜, 2 ò. çà , è 1 ò. çà ab ≤ 1.

Çàäà÷à 3. Äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà a2+2b2−
11c2, êúäåòî a, b è c ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà.

�åøåíèå. Èìàìå ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà n = 2k(2m+ 1) â ÷åòèðèòå âúçìîæíè ñëó÷àÿ:

k = 2l, m = 0: a = 2l+1, b = 2l+1, c = 2l;
k = 2l + 1, m = 0: a = 2l+2, b = 9.2l, c = 2l+2;
k = 2l, m ≥ 1: a = 2l(m+ 1), b = 7.2lm, c = 3.2lm;
k = 2l + 1, m ≥ 1: a = 3.2lm, b = 2l(m+ 1), c = 2lm.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ïúðâèÿ ñëó÷àé è ïî 2 ò. çà äðóãèòå òðè ñëó÷àÿ.

Çàäà÷èòå îò òàçè òåìà ñà ïðåäëîæåíè îò Íèêîëàé Íèêîëîâ.


