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�åøåíèÿ íà çàäà÷èòå îò òåìàòà çà 10�12 êëàñ

1. Äàäåí å íåðàâíîñòðàíåí îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC. Ïðàâàòà ïðåç îðòîöåíòúðà H è

öåíòúðà O íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò ïðåñè÷à ñòðàíèòå AC è BC â òî÷êè P è Q òàêà, ÷å HP =
OQ. Äà ñå íàìåðè <) ACB.

�åøåíèå. Ïîíåæå <) ACH =<) BCO, îò ñèíóñîâàòà òåîðåìà ñëåäâà, ÷å
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è çíà÷è CH = CO. Ïîíåæå CH = 2CO cos <) ACB, ñëåäâà, ÷å <) ACB =

60◦.

Çàáåëåæêà. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å àêî <) ACB = 60◦, òî HP = OQ.

Îöåíÿâàíå. (6 ò.) 1 ò. çà <) ACH =<) BCO, ïî 2 ò. çà âñÿêî îò ðàâåíñòâàòà
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, è 1 ò. çà CH = 2CO cos <) ACB.

2. Íåêà a e ðåàëåí ïàðàìåòúð. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî óðàâíåíèåòî

(x3 − ax)3 − a(x3 − ax) = x

èìà ïîâå÷å îò 5 ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà, òî èìà 9 ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà.

�åøåíèå. ßñíî å, ÷å x = 0 å êîðåí íà äàäåíîòî óðàâíåíèå (∗). Ïðè x 6= 0 ïîëàãàìå y = x2 − a

è ïîëó÷àâàìå

y4 + ay3 − ay − 1 = 0 ⇔ (y − 1)(y + 1)(y2 + ay + 1) = 0.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å àêî (∗) èìà ïîâå÷å îò 5 ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà, òî a > 2. Òîãàâà êîðåíèòå
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2
. Ïîíåæå 0 < b− < a − 1 < b+ < a + 1, òî

ïðè a > 2 (∗) èìà 9 ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà.

Îöåíÿâàíå. (6 ò.) 3 ò. çà (y − 1)(y + 1)(y2 + ay + 1) = 0 è 3 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà x è y, çà êîèòî x2 + y2 äåëè x3 − 2y è y3 − 2x.

�åøåíèå. Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî, pm|x, pn|y, íî pm+1 ∤ x, pn+1 ∤ y. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å

m ≥ n ≥ 0. Òîãàâà p2n|x2 + y2|x3 + 2y, p2n|x3
è çíà÷è p2n|2y. Ñëåäîâàòåëíî n = 0 èëè n = 1,

p = 2.
Îò äðóãà ñòðàíà, x2 + y2|x(x2 + y2)− (x3 − 2y) = y(xy + 2).
Àêî n = 0, òo ÍÎÄ(x, y) = 1 è çíà÷è x2 + y2|xy + 2. Â ÷àñòíîñò, (x − y)2 + xy ≤ 2, îòêúäåòî
x = y = 1, êîåòî íå å ðåøåíèå.
Àêî n = 1, òî ÍÎÄ(x, y) = 2. Ïîëàãàìå x = 2u, y = 2v è ïîëó÷àâàìå, ÷å u2 + v2 äåëè 2u3 − v è

2v3− u. Òîãàâà u2 + v2|2u(u2+ v2)− (2u3 − v) = v(2uv+1). Ïîíåæå (u, v) = 1, òî u2 + v2|2uv+1.
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Â ÷àñòíîñò, (u − v)2 ≤ 1, îòêúäåòî u = v ± 1. È òàêà, (x, y) = (2k, 2k + 2), (2k + 2, 2k), k ∈ N,
êîèòî ñà ðåøåíèÿ.

Îöåíÿâàíå. (7 ò.) 2 ò. çà ÍÎÄ(x, y) ≤ 2, 2 ò. çà ÍÎÄ(x, y) = 1 è 3 ò. çà ÍÎÄ(x, y) = 2.

4. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå íàìåðè öÿëàòà ÷àñò íà ÷èñëîòî
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�åøåíèå. Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ïðè x > 0 å â ñèëà
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Ñëåäîâàòåëíî çà äàäåíîòî ÷èñëî S èìàìå

0 <

n
∑

i=0

(2i+2 + 2)− S <

n
∑

i=0

1
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è çíà÷è [S] = 2n+3 + 2n− 3.

Îöåíÿâàíå. (7 ò.) 2 ò. çà [S] ≤ 2n+3 + 2n− 3 è 5 ò. çà [S] ≥ 2n+3 + 2n− 3.

Çàäà÷èòå îò òàçè òåìà ñà ïðåäëîæåíè îò Íèêîëàé Íèêîëîâ.
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