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�åøåíèÿ íà çàäà÷èòå îò òåìàòà çà 10�12 êëàñ

Çàäà÷à 1. Ñúùåñòâóâàò ëè äâà ðàçëè÷íè êâàäðàòíè òðè÷ëåíà P (x) è Q(x) ñ ðåàëíè êîå�èöè-

åíòè òàêèâà, ÷å P (P (x))−Q(Q(x)) å ëèíåéíà �óíêèöÿ?

�åøåíèå. Íå. Íåêà P (x) = a1x
2 + b1x+ c1 è Q(x) = a2x

2 + b2x+ c2, a1a2 6= 0. Òîãàâà

P (P (x)) = a1(a1x
2 + b1x+ c1)

2 + b1(a1x
2 + b1x+ c1) + c1

(1) = a31x
4 + 2a1b1x

3 + a1(2a1c1 + b21 + b1)x
2 + . . .

Àêî P (P (x))−Q(Q(x)) å ëèíåéíà �óíêöèÿ, òî

(2) a31 = a32, a1b1 = a2b2, a1(2a1c1 + b21 + b1) = a2(2a2c2 + b22 + b2),

îòêúäåòî ïîñëåäîâàòåëíî a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2.

Îöåíÿâàíå. Ïî 2 ò. çà (1) è (2), è ïî 1 ò. çà a1 = a2, b1 = b2 è c1 = c2.

Çàäà÷à 2. Íåêà f1(x) = |x + 1| è fn+1(x) = |x + fn(x)| (n ≥ 1). Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

f2018(x) = 0.

�åøåíèå. (1) Ùå äîêàæåì, ÷å êîðåíèòå íà f2n(x) = 0 ñà −1/2,−1/4, . . . ,−1/(2n). Ïðè n = 1
òîâà å âÿðíî. Ïîíåæå f2k+2(x) = |x+ |x+ f2k(x)||, òî êîðåíèòå íà f2k+2(x) = 0 ñà îòðèöàòåëíèòå
êîðåíè íà f2k(x) = 0 è f2k(x) = −2x. Ñåãà íàøåòî òâúðäåíèå ùå ñëåäâà ïî èíäóêöèÿ, àêî

äîêàæåì, ÷å (*) −1/(2k+2) å åäèíñòâåíèÿò îòðèöàòåëåí êîðåí íà f2k(x) = 2x. Ñëåä ïîëàãàíåòî
t = −1/x > 0 ïîëó÷àâàìå g2k(t) = 2, êúäåòî g1(t) = |t− 1| è gl+1(t) = |gl(t)− 1|. Íåïîñðåäñòâåíî
ñå ïðîâåðÿâà, ÷å g2k ïðèåìà ïîñëåäîâàòåëíî ñòîéíîñòè 0 è 1 â òî÷êèòå 0, 1, . . . , 2k, êàòî ìåæäó
òÿõ å ëèíåíéà �óíêöèÿ. Îñâåí òîâà, g2k(t) = t− 2k ïðè t > 2k, îòêúäåòî ñëåäâà (*).

Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ñâåæäàíå äî g2k(t) = 2 (t > 0), 4 ò. çà äîêàçàòåëñòâî íà (*) (1 ò. çà g2k(2k+2) =
2) è 1 ò. çà îòãîâîð.

Çàäà÷à 3. Äàäåíè ñà äâå íåïåðïåíäèêóëÿðíè ïðàâè AB è l (A ∈ l). Îêðúæíîñò k ñå äîïèðà äî

l â A è ïðåñè÷à îòñå÷êàòà AB. Íåêà BC è BD ñà äîïèðàòåëíè êúì k (C,D ∈ k). Äà ñå äîêàæå,
÷å ïðàâàòà CD ìèíàâà ïðåç ïîñòîÿííà òî÷êà, íåçàâèñåùà îò k.

�åøåíèå. Íåêà O å öåíòúðúò íà k, E = OB ∩ CD, F = sAB ∩ l è G = FB ∩ CD. Ïîíåæå
OA2 = OC2 = OE.OB, òî △AOB ∼ △EOA è ñëåäîâàòåëíî (1) <) OAB =<) OEA. Ìîæåì äà

ñ÷èòàìå, ÷å <) AEC < 90◦. Òîãàâà

<) AEC = 90◦− <) OEA = 90◦− <) OAB =<) FAB =<) FBA.

Çíà÷è (2) AGBE å âïèñàí â îêðúæíîñò ÷åòèðèúãúëíèê. Îòòóê (3) <) BAG =<) BEG = 90◦ è
ñëåäîâàòåëíî G å ïîñòîÿííà òî÷êà.

Îöåíÿâàíå. Ïî 2 ò. çà (1), (2), (3) è 1 ò. çà <) AEC =<) (l, AB).

Çàäà÷èòå îò òàçè òåìà ñà ïðåäëîæåíè îò Íèêîëàé Íèêîëîâ.


