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8.1. ���������	
���� ABCD 
� ������� e �������
�� �
60DAB = °� , � BL � ��	���	����� 
� ABC� . ��������

���������� 
� ABCD, ��� 5BL = � 3DL = .  

�������. �� 60DAB = °� � ABL CBL=� � �	����, ��
60CBL BCL= = °� � . ������ 5BC CL BL= = = , ��������

8CD CL DL= + = � ( )2 2.13 26ABCDP BC CD= + = = .  
�������. 26.

8.2. ��� 311 −=+ −kk , ��	�� � ���	�
��� ����
��� 
� ������ 33
22

−+ kk
 ? 

�������. ( ) ( )31 3 1 3 3 3 13 3 3k k k k k k k k k k− − − − −+ = + + + = + + +

( ) ( ) ( ) ( )333 3 1 13 1 3 3 1 3 7 3 3k k k k k k− − −+ = + − + = − − − = −

�������. ��
�

�
��
�

�
−

=+
337

22337

8.3. �� ��������� �������� � ���������
� ��������	�
����

� ��������� 
� ���� �� ���
 �����.  � ����� �����
��������� �� �� ���	��� �� � 6000 	�. ��-��	�� �� ���� ��
��
���. !�	�� 	��� �� ��������� �� �� ���	���?  

�������.  

( ) 600065 26 39 , 360 65 26 87 182 28000
182 39

x x° − ° = ° ° − ° + ° + ° = °� = � =

�������. 28 000

8.4. "	�� ����
��� �������
���� ��#�� ��� ���� �� ������	�
� �����. ��� ����
���
������� 
� �	��� �� ���	��� � 10 km/h, �	���� �� �������
� 40 ��
��� ��-��
�. ���
���� ������� �� 
���	� � 10 km/h, �	���� �� �������
� 1 ��� ��-���
�. !�	��
��	������ � �������
���� ��#�� ����� ����? 

�������. ���� S � �������
���� ��#�� ����� ����, v – ����
��� ������� � t – �������,
�� ����� �	���� ����
��� ���� ��� ���� �������. ������

2( 10) ( 10)( 1)
3

S vt v t v t� ���� � � � � � ��� ��	 


�� ( 10)( 1)vt v t= − + ��	������� 10 10v t= + � �� 2( 10)
3

vt v t� ���� � � �� ��	 

��	�������

15 10v t= −  . ����� t = 4 � v = 50. $������
���� ��#�� ����� ���� � 4.50 = 200 ��. 

8.5. "���� ����
���  AB , BC � CA 
� ABC� �� ��%��
� �������
� ������� M , N �
P . �������� ��
�&�
���� :BN NC , ��� � ������
� �� �����
��� 
� MNPΔ ��
�������
� 
� ����
��� 
� ABCΔ , ���� �����
��� ���� � � �������
� 
� 	
.
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�������. ���� ������� O � ������
��� 
� MNPΔ . ��� ���� ||MO BC , �� ||PO AB   �  
||NO AC . ���� 1PO BC P∩ = , 1MO AC M∩ = . 

������ 1OPBM � �������
�� �  1,MO BP=

1OP MB= . ��� 1OP MN K∩ = , �� MK KN= ,  

1 1 1||OP MB MOK KPN MOK NPK� = � Δ ≅ Δ� �

1 1 1OM NP BP NP� = � = . �
�	����
�  

1 1 1|| , || ,NO AC OM NC ON CM OM CN� = =

1OM PN L PL LN∩ = � =

1 1 1||OM NB NOL LM P NOL PM L� = � Δ ≅ Δ� �

1 1 ||ON PM NM OP� = �

1 1 1 1||NM OP OM NP CN� � = =

1 1 1, : 2 :1BP NP NP CN BN CN= = � =

8.6. �) �������� ������ �������
� ���	� n ������,  �� ���	��
��� ��� ���� 
�
���	��� 2n �%������� ���
� ���	��� n . 
�) �������� ������ �������
� ���	� n ������, �� �� ����� ��������
� 1k >
���	��
��� ��� ���� 
� ���	��� kn �%������� ���
� ���	��� n . 

�������. �) ���� n � �������
� ���	� ������, �� ���	��
��� ��� ���� 
� ���	���
2n �%������� ���	��� n , �.�. 2 100n s n= + �� 
���� ��������
� s . ������ 100 | ( 1)n n − . 

����� � �� ����, �� n � 1n − �� �����
� ������, 4 � 25 �� �����
� ������ � 100n < , 
��	�������, �� 4 | n , � 25 | 1n − , �	� 4 | 1n − , � 25 | n . 
 1 �	.) 4 | n , 25 | 1n − . �� 25| 1n− � n � �������
�, �	���� �� �����#
���
����
���� �� n �� 26, 51 � 76. �� ��� ���
����
� ���	��� 76 �� ��	� 
� 4. 
 2 �	.) 4 | 1n − , 25 | n . �� 25| n � n � �������
�, �	���� �� �����#
���
����
���� �� n �� 25, 50 � 75. �� ��� ���
����
��� ���	�, �� ����� ����&�����
���� ��
�� ��	� 
� 4, � 25. 

���� ���
����	
� 25,n =  76. 
%) ���� n � �������
� ���	�. '���� �� ����#��, �� ��� ���	��
��� ��� ����


� 2n �%������� ���	��� n , �� �� ����� 1k > ���	��
��� ��� ���� 
� ���	��� kn
�%������� n . ���� 1k > � �� ������	�#��, �� ���	��
��� ��� ���� 
� kn �%�������
n , �.�. 1000kn s n= + �� 
���� ��������
� s . ������ 1 21000 1000( )kn sn n sn s n+ = + = + + �
�	�������	
� ���	��
��� ��� ���� 
� ���	��� 1kn + ���� �%������� n . 

���� �� �� ��&�� ��������, ��������
� � �� 
������ �
��� �������
� ���	� n , 
�� ����� ���	��
��� ��� ���� 
� ���	��� 2n �%������� n . �
�	����
� 
� ��&�
����

� �) ��	������� 8 | n � 125 | 1n − , �	� 8 | 1n − � 125 | n . 

1 �	.) 8 | n , 125 | 1n − . �� 125| 1n− � n � �������
�, �	���� �� �����#
���
����
���� �� n �� 126, 251, 376, 501, 626, 751 � 876. (��� ��� ���
����
��� ���	�, 
����� �� ��	� 
� 8, � 376. 

2 �	.) 8 | 1n − , 25 | n . �� 125| n � n � �������
�, �	���� �� �����#
���
����
���� �� n �� 125, 250, 375, 500, 625, 750 � 875. )��
����
� ���	��� 625 – 1 = 624 
�� ��	� 
� 8. 

���� ���
����	
� 376n = , 625. 
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�, , ���� 4 |4 | n , �� 25 | 1
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9.1. (�������� �������
� ����
�
��, ���
��� ����
 
� ����� � ����
 
� �%���, � �������
– 
� ���������
���� 
� ����
��� 
� ����
�
���� 0472 2 =+− xx  . 

�������. '� ����	��� 
� "��� ��	������� 2
1 2 1 2

72 7 4 0 ; 2
2

x x x x x x− + = � + = =

�	� 2
1,2 1 2 1 2

7 49 32 7 17 72 7 4 0 2
4 4 2

x x x x x x x± − ±− + = � = = � + = = .

( ) 27 112 0 7 0
2 2

x x x x� �− − = � − + =� �
� �

�������. 014112 2 =+− xx

9.2. ��� 1a b
a

= + � 7b a
b

= + , ��	�� � ����
����� 
� ������ a b−  ?

�������.
2 2 2 21 71, 7 2 8 | | 2 2a b a ab b a b ab a b ab a b

a b
= + � − = = + � − = � + − = � − =

�������. 22

9.3. �� �����#�, �%���� ���� 
� ���������� �1  � �2  �
��������	
�� � 	��� 3 cm2. ���� SI , SII � SIII �� 	����� 
� �������
��
���
� � *, ** � ***. ��� SI : SII : SIII = 8 : 1 : 3, 
�������
���������� 
� �������, �%������
� �� ���������� �1 � �2.
�������.
���� � � b �� ����
��� �������
� 
� ���������� �1 � �2.

������
2 2

2 2 3 33, 3 8, 3 3 3, 2 3
3 3I III

a bS a S b a b− −= − = − � = = � = =

( ) ( )32 3. 3 3 2 15 3
2IIS x x P a a b b x b= = � = � = + − + − + =

�������. 15 3 cm .

9.4. �������� ��	��� ����
���� 
� x , ����� �� ��&�
�� 
� ����
�
����
221 212 2 2 42x

x x
� � � �− − − = +� � � �
� � � �

.

�������.  �������� ����
�
���� ��� ����
2221 21 212 2 2 1 43 2 1 43x x

x x x
� �� � � � � �− − − + = + ⇔ − − = +� � � � � �� �� � � � � �� �

, �.�.
221 3 43x

x
� �− = +� �
� �

.

��� ���� x � ��	� ���	�, �� ���
��� ����
� 
� ����
�
���� � ��	� ���	�, ����� � 	�����
�� ����
� ������ ���� ��	� ����
����. (	�������	
� x ��	� 21, �.�. 

1; 3; 7; 21x = ± ± ± ± . '�� 7x = − � 21x = ���	��� 43x +   � ����
 �������.
������������
� �� ���������, �� 7− � ����
 
� ���	��
��� ����
�
��, � 21 
� � ����
. 
(	�������	
� 7x = − .

�1
�2
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22 7a b abab22 7
b

� ababab �

#�, �%�������� ������
�� � 	���	��� 3 cm3 cm22. �����

� *, **** � ******. ���
���� 
�
� ������������� , �%
���..��

�� � �� bb ���� ����
�����

���������� 22
IIS aS a2 3II ammx2 3.2 3
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9.5. " ABCΔ ������� J � I �� �������
� ��
��� 
� �����
��� ����#
��� � ��
��� 
�
��
&
� �����
��� ��� ����
��� AB ����#
���. ��������� JI ������� �����
��� ���	�

ABCΔ ����#
��� � ����� M . �������� ��
�&�
���� :JM MI .

�������. ���� , ,α β γ �� ��	��� 
� ABCΔ .  

������ ,
2 2

JAB BAM BCMα γ= = =� � � , ��������

90
2 2 2

JAM α γ β= + = ° −� . ��� ���� AJ AI⊥ , ��
2

IAM β=� .

�� AMJ ABC β= =� � , ��������
2

AIM IAM ββ= − =� � �

180 90 90
2 2

AJM β ββ� �= ° − + ° − = ° −� �
� �

� .

(	�������	
� IM AM MJ= = , �.�. : 1JM MI = .

9.6. ���� ����
�
���� 2 0x ax b+ + = ��� ��� ���	��
� ���	
� ����
� 1x � 2x .
�) +���#��� ��#��������

2 2 4 3 2
1 1 2 2( 1)( 1) ( 2) ( 2 ) 1x x x x x x x x x ax b a x a b x a b− + − − + − = + + − − − + + + + . 

%) �������� %��� 
� ���	��
��� ���	
� ����
� 
� ����
�
����
4 3 2( 2) ( 2 ) 1 0x ax b a x a b x a b+ + − − − + + + + = . 

�������. �) (	�� ��������
� 
� ���%��� � �������
� ��	�������
2 2

1 1 2 2( 1)( 1)x x x x x x x x− + − − + − =
4 3 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( 2) (2 ) ( ) 1x x x x x x x x x x x x x x x x x x− + + + + − − − − − + + + . 
'� ����	��� 
� "��� �� ����
�
���� 2 0x ax b+ + = , ����� 1 2x x a+ = − � 1 2x x b= , 
�������� ��	�������  

2 2 4 3 2
1 1 2 2( 1)( 1) ( 2) ( 2 ) 1x x x x x x x x x ax b a x a b x a b− + − − + − = + + − − − + + + + . 

%) (��	��
� �) ����
��� 
� 4 3 2( ) ( 2) ( 2 ) 1 0f x x ax b a x a b x a b= + + − − − + + + + = ��
���
� ����
��� 
� ����
�
���� 2

1 1 1( ) 1 0f x x x x x= − + − = � 2
2 2 2( ) 1 0f x x x x x= − + − = . 

+�������
�
���� 
� ����
�
���� 0if = �� 1,2i = � 2 24 4 ( 2)i i i iD x x x= − + = − , ��������
����
��� 
� ����
�
���� 0if = �� 1 1ix = � 2 1i ix x= − . ���� ����
��� 
� ����
�
����

( ) 0f x = �� 1, 1 1x − � 2 1x − . ��� ���� 1 2x x≠ , �� %���� 
� ���	��
��� ��&�
�� 
�
����
�
���� ( ) 0f x = �� ������	� ��
��
��
� �� ���� ��	� 
���� �� ���	��� 1 1x − �

2 1x − � ���
� 
� 1, �.�. ��	� 2 � ����
 
� ����
�
���� 2 0x ax b+ + = . ���� ���
����	
�, 
��� 4 2 0a b+ + = � 4a ≠ −  ( 4b ≠ ) (������, ��� 4 2 0a b+ + = � 4a = −  ( 4b = ) 
����
�
���� 2 0x ax b+ + = ��� ���
 ����
 ����
 1 2 2x x= = ), ����
�
���� ( ) 0f x = ���
��� ���	��
� ��&�
��, � � �	����, �� 4 2 0a b+ + ≠ , �� ����
�
���� ( ) 0f x = ��� ���
���	��
� ��&�
��. 

A

C

B

J

I

M

β
2

90 β°−

2
β

2
β

ma
th2 1 2 11) () (2 th-
bg
.co
m11..

0 ��� ����� ���	��
���

44
2 2 ) x ax44x x x2 2 1)1) x axx44x x x2 2 1)1)

	��
������ ���	
����	
� ���
2) ( )) ( )bb22) ( 2 )) ( 2 )( 222) ( 2 )) ( 2 )( 22

�� ��������
�����
� 
�
 ��

h2 2 21)()( 1)x xx x21)((− − + −22
21)( 1x x x xx x xx 221)((

3) () (3 xx1 2 1) () (2 + ++) () (3 x x x xx x x1 2 1) () (2

����	�����	��� 
�
� "���"
������� ��	���������	���
2 2

1 11( )(x x x x xx x x2 2
1 11 1)(x x x xx x xx x x1 11 1)(

%%) ) (��	��
�(��	��
�
��
� ���

��
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������ ����

10.1. !�	�� � ����
����� 
� ������

45 23 1,3 154
4

1
3

1 100 .10. 3 .
9 0,01

−−
−� �� �

� �� �
� � � �

  ?

�������.

45 2 13 4 23 10 61,3 154 35 15 34 4 4
1
3

1 100 .10. 3 . 3 .3 .10 .10 .10 3.10
9 0,01

−−
−− −� �� � = =� �� �

� � � �

�������. 3 000 

10.2.  � ��� ����
��� 
� a 
��-��	���� ����
��� 
� ������ 24
1

xxa −+
� ���
� 
� 1

3
?  

�������. ( )2
2

1min max 4
4

a x x
a x x

⇔ + −
+ −

, ( )2 2max 4 4.2 2 4a x x a a+ − = + − = + ,

1 1 1
4 3

a
a

= � = −
+

.

�������. 1−

10.3. ��������	
��� ABCΔ � 	��� 4 ��� ����
� AB c= � ������
� ��� 
��, CH h= . 
��� 2tgα = , � h � c �� ����
��� 
� �������
��� ����
�
�� 2 6 0x x s− + = , 
�������
��	#�
��� 
� AC .
�������: 1

2
. 4 . 8ABCS c h c h= = � = , 

2
1,2. 8 6 8 0 2, 4c h s x x x= = � − + = � = . 

*. 2, 4, 2 2c h tg AH B Hα= = = � = � ≡ , ABCΔ � ��������	�
. 

**. 2 24, 2, 2 1 2 1 5c h tg AH ACα= = = � = � = + = ,  
�������. 5 .

10.4. �������� ���	
��� ����
���� 
� ���������� a , �� ����� �%���� 
� ���	
���
����
� 
� ����
�
���� ( )2 2 3 22 4 8 18 63 0x a a x a a+ + + + + = ������ 
��-��	���
����
���. 

�������: !���
��� 
� ����
�
���� �� ���	
�, ��� 4 22 63 0D a a= − − ≥ , �.�. 
( ) ( )2 29 7 0a a− + ≥ . ����� ��	������� ( ] [ ); 3 3;a ∈ −∞ − ∪ +∞ . '� ����	��� 
� "���


������� ( ) 2
1 2 2 8S a x x a a= + = − − . ,��������� 
� ( )S a �� ������� ���

( ] [ )2 ; 3 3;a = − ∉ −∞ − ∪ +∞ . !��� �� ��� ������� �
�����	�, � ����� � ���
���
� ( )S a , 

� �� ( )3 6S − = , � ( )3 42S = − � ��
�, �� 
��-��	����� ����
��� � ( )3 6S − = . 

10.5. �������� ���������� 
� ��������	�
 ���
�%����
 ABCΔ , �� ����� 8AC = �
3cos
4

BAC =� .  

�������. "����#
� �� 3 �	����:  *. AC = BC,    **. AB = AC  �   ***. AB = BC.   

� �

�

�

α

h

c
�

ma
th-
bg
.co
m��
����� 
�
� ��������

)) , (maxmax (a

� ABCABCΔΔAAA �� 	���	��  4 4
h � c ���� ����
�������

AC ..
1
22ABCABCS c h cS c h1
2

. 4.ABCA c
228 6 86228 6 86228 6 86

c h tgh tg2, 4, 24,4,2 444

**. c h tgc h4, 2,4, 2,4 24 2
��������������.mm 5

��
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*. ���� 8AC BC= = � � � ������ 
� �����
����	��� �� C ��� �	. ������
3 6 12
4

AH AH AB
AC

= � = � = . ��� ���� 2 2 212 8 8> + , �� 
�����
��� ������	
�� �

�������	�
 � 
� � ��&�
�� 
� ��������. 
**. ���� 8AB AC= = . ������ �� ����
������� ������� 
�������

2 2 2 2 38 8 2.8 32 4 2
4

BC BC= + − = � = . ��� ���� 2 232 8 8< + , �� 
�����
��� ������	
��

� ��������	�
 � ��� ��������� 16 4 2+ . 
***. ���� AB = BC . ������ B 	�#� 
� �������	��� 
� �C. ��� � � ������� 
� �
, 

�� ��������	
�� ������	
�� �	� 
�������  3 4 16.4
4 3 3

AM AB
AB

= � = = . ��� ����

2
2

2

168 2. 9 8
3

> ⇔ > , �� 
�����
��� ������	
�� � �������	�
 � 
� � ��&�
�� 
� ��������. 

10.6. ���� n  � k �� ��������
� ���	�. +���� ������ ������ �	��
��� ����: 
� ����� ���
s  ( s k≤ ) ������� ����� ������� ��������
� ���	� sa , sa n≤ , � �	�� ���� ������� �����
������� ��������
� ���	� sb , sb n≤ . -����� �� ����	� �� ������� �����, ��� ������

1 2 1 2... ...k ka a a b b b+ + + + + + + 
� � ����
 �������, � � �������
 �	���� ����	� �������. 
�) +���#���, �� ��� 10n = �  11k = ������� ����� ��� ����	��&� ���������. 
%)  � ������
� n , ��� �� ������� ������ ��� ����	��&� ��������� ��� 2k n= + ? 
�������.  �) '���	��&��� ��������� 
� ������ ����� � �	��
���: ���� 
� ������ 11s ≤
������� ����� ��%��� ���	��� sa . ������ ������� ����� ��%��� 11s sb a= − . ��� ����
1 10sa≤ ≤ , �� 1 10sb≤ ≤ � �	�������	
� ��%���� 
� sb � �������
. ���� �	�� 11-� ���
��	������� �	��
��� ����

2
1 2 11 1 2 11 1 2 11 1 2 11... ... ... (11 ) (11 ) ... (11 ) 11a a a b b b a a a a a a+ + + + + + + = + + + + − + − + + − = �  

�	�������	
� ������� ����� ����	� ������. 
%) ���� n � �������	
� ��������
� ���	� � 2k n= + . .� ����#�� ����	��&� ���������
�� ������ �����: �� ����� ������ ������ ����� ��%��� ��������
��� ���	� 1a n≤ ��
�������	�
 
���
. ���� 
� ������ 1s k≤ − ������� ����� ��%��� ���	��� sb . ������ 
�
������ 1s + ������� ����� ��%��� 1 1s sa n b+ = + − . ��� ���� 1 sb n≤ ≤ , �� 11 sa n+≤ ≤ �
�	�������	
� ��%���� 
� 1sa + � �������
. ���� �	�� k -��� ��� ��	������� �	��
���
����

1 2 1 2 1 1 1 1 2... ... ( 1 ) ... ( 1 ) ...k k k kS a a a b b b a n b n b b b b−= + + + + + + + = + + − + + + − + + + + =

1( 1)( 1) kk n a b= − + + + . 

A B

C

H

8

B

C

8

8

8

A B

C

M

8

A

�� � �����������

k �� ��������
�������
� ��
����������� ��������� ������

��������
�������
� ���	���

2 1 21..... kka b ba b b2 1 21..... ka b ba ba b2 1 21..... k

+���#�����#���, ���� ����
%)  �� ������
�������
 n
��������������.�   �) '
�������������� ���

1

bgbgBB
C

8

A
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�� 2k n= + ��	������� 2
1( 1) kS n a b= + + + . ��� ���� 1a � kb �� ��������
� ���	� ��-

��	�� �	� ���
� 
� n , �� 2 2 2 2( 1) ( 1) 2 ( 1) 2 ( 2)n n S n n n+ < + + ≤ ≤ + + < + , �������� S 
�
� ����
 �������. (	�������	
� ������� ����� ����	� ������. 

����������� ����

11.1. " ���� ��� ��
����
�, �������	� � 	���
� – �%�� 42 �	���. "�����
����� ��

�	����
 
���
 �� �� ��%��� ���
 	���
 �� ������ �
7
3  , � ������
����� �� �) �� ��%���

�������	 �
3
2 . !�	�� ��
����
� ��� � ������? 

�������.  3 242 18, 42 28 10
7 3

� � � �= = + = = � = .

�������. 10  

11.2. ���������
� ��������� �����#� 20 �	�
�. (%���� 
� �	�
����� � ���
� 
����� �
� 80 ��-��	�� �� �%��� 
� �	�
����� � 
����
� 
�����. �� ��	�� � ���
� ���	����� 
�
���� ���������? 

�������. ( )3 5 19 2 4 6 18 10 80 8d d d d d d d d d d+ + + + − + + + + = = � =� �
�������. 8 

11.3. +�	#�
��� 
� ����
��� 
� ��������	�
 ������	
�� �� ���	�������	
� �	�
��� 
�
���������
� ���������. �������� ��	#�
��� 
� ��-��	��� �����, ��� ������
����� ���
��	#�
� 2. 
�������. ���� � � ��	#�
��� 
� ��-��	��� �����, � 1q > � ����
��� 
� �����������. 
������ ����
��� 
� ������	
��� ��  2, ,a aq aq . ����� ���	�������	
� 
�������

  2 2 2 2 4 4 2 2 1 5 1 51 0
2 2

a a q a q q q q q+ ++ = � − − = � = � =

2 1 5 42 5 1
2 1 5

aq a a+= = � = = −
+

.

�������. 5 1−

11.4. +���
� � ����
�
���� 024 32 =+− kxkx , ������ k � ���	�
 ���������.
�) �������� ����
������ 
� k, �� ����� ����
�
���� ��� ��� ���	��
� ��	�#���	
�
����
� 1x � 2x .
%) �������� ����
������ 
� k , �� ����� ����
����������
��� 
� 2 1log x � 2 2log x �  –2.  
�������. �) ��� 0k = , ����
�
���� � 	�
��
� � ��� ���
����
 ���	�
 ����
 0x = . 
�	�������	
� 0k ≠ .  � �� ��� �������
��� ����
�
�� ��� ���	��
� ���	
� ����
�

���%�� 1 2
1 0 0

2
x x k

k
+ = > � > ,

2

1 2 0
4
kx x = > , ����� � ���
� �� ����� 0k ≠ , �

4 1 11 4 0 ;
2 2

D k k � �= − > � ∈ −� �
� �

10;
2

k � �� ∈� �
� �

.

%) 42 1 2 2 2 1 2
2 1 2 1 2

log log log 12 log 4 2
2 2 16

x x x x x x x x −+ = = − � = − � = = . ����� 
�������

m2ma
th-
bg
.co
m

1

#� 20 0 � �	�
��	�
�. (%����(
�� � 
����
�
����
� 
���

(9 6(d d d dd(19 2 4 62 4(19 2 4 62 4(

� ����
������
��� 
�
 ��������
�������. �������������

�������� �� � ��	#�
���	
����
���
��� 
�
� �����

2 2 2 2 42 2 4a a q a qa q a q+ 2 22a qq �aa
2 1 5aq aaq a2

2
aa

����
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2
2

1 2
1 1 1

4 16 4 2
kx x k k= = � = � = ± . ��� ���� 10;

2
k � �∈� �

� �
, ��

1
2

k = .

11.5.  " ABCΔ ����
��� AB � 
��-��	��, � �����
��� � 
��� ����#
��� �� ������ ��
����
���  AB , BC � CA �������
� � ����� M , N � P . '������ ���� ����� C ,
�������
� 
� MN , ������� ������� AB � ����� Q , � ������� ���� ����� C , �������
�

� MP , ������� ������� AB � ����� R .
�) +���#���, �� ������� Q � R �� ��
&
� �� ��������� AB .
%) '������ MN ������� ������� CR � ����� L , � ������� MP ������� ������� CQ �
����� K . �������� ��
�&�
���� :KL QR .
�������. �) ���� ,AB c= ,BC a= ,CA b=  2 p a b c= + + . ������ AM AP p a= = − , 

,BM BN p b= = − CN CP p c= = − . ��� ����
,c a c b< < , �� ,AM CN BM CP< < . ��

|| 1QM MBMN CQ QM CN AM
CN NB

� = = � = > ,

�.�. Q � ��
&
� �� ��������� AB . �
�	����
�,

�� || 1RM MAMP CR RM CP BM
CP PA

� = = � = > .

%) �� QM CN CP RM= = = �	����, �� �
� ������� 
� RQ. ������ ML � MK �� ����
�
�������, �������� KL ���� � ����
� �������. 
����� : 1: 2KL QR = .

11.6. �) ���� p , q � r �� ���	
� ���	�. ��� 2 24q pr n− = , ����#��� ��#��������
24 ( ) (2 )(2 )p px qx r px q n px q n+ + = + + + − , ������ x � �������	
� ���	
� ���	�.

%) +���#���, �� ��� �������
��� ���	� abc � ������, �� ����
�
����  2 0ax bx c+ + =

��� �����
�	
� ����
�.
�������. �) (	�� ��������
� 
� ���%��� �� ���
��� ����
� ��	�������

2 2 2 2 2 2 2(2 )(2 ) 4 4 4 4 4 4 ( )px q n px q n p x pqx q n p x pqx pr p px qx r+ + + − = + + − = + + = + + .
%) /���
�
���� 2 0ax bx c+ + = ��� �����
�	
� ����
� ��� 2 24D b ac n= − = , ������ n
� ��	� ���	�. (	�������	
� ���%�� �� ����#��, �� ��� abc � ������, �� 2 24b ac n− ≠ .
+� �����
��, �� 2 24b ac n− = . ��� ���� 210 10abc a b c= + + , ���� ����	�����
��#�������� �� �) ��� 10x = ��	������� 24 (10 10 ) (20 )(20 )a a b c a b n a b n+ + = + + + − , 

�.�. �� �������� ���	� abc ��	� 20a b n+ + �	� 20a b n+ − . �� ���� � 
������#
�,
������ b n≥ � 20 100 10a b n a b c+ ± < + + .

�	��������� ����

12.1. !���	�� 
� �����#� � �������
 �� ��	�
��� � ������ r �
��	����� ��� ����� ������. "�����
��� 
� ����	� � h . +� ��

A

C

BM

P
N

L

Q R

K

r

h


���
��� �����
�	���
������������� .� �)ma
th-
bg
.co
m

2 p ap aaa
�����

P . ����

CN AMN AMCN ,

AB . �
�	����
��
�	��� ,

1 RM CP BMRM C
A

= �� CPC

CN CP RMCN CP RMN CPN CP �	����	�
��������� MLL �� MKMK

��� KL �������� �� ��
1: 21: 2Q ..

) ������� pp ,, qq �� r �
2( ) (22p p qq( ) (2)) (2) (2)

%) ) +���#���+���#���, 
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����� ��
�&�
���� hr : , ��� ��	�
����� � ��	������� ���� ���
� �%���.

�������. ( )2 32 2 5,
3 3 3� �
V r h r V r h r r h rπ π= − = � − = � =

�������. 5:3

12.2. '����	�
 �
������	
�� ��� 20 �����
�	�. !�	�� ������� � ������� 
� �����&
��
���	 
� ���� �
������	
��?  

�������.
( ) 23 20 3 40 0 8 135

2
n n n n n α− = � − − = � = � = °

�������. 1350.

12.3. " ABCΔ 
� �����#�, CAB DCB=� � ,  4BC = ,  
2BD = ,  3DC = . +� �� 
����� 	����� 
� ABCΔ . 

�������. 4 8, 6
4 2 3

AB BC CA AB CAABC CBD AB AC
CB BD DC

Δ Δ � = = � = = � = =�

( ) ( )( )9 9 8 9 6 9 4 9.1.3.5 3 15ABCS = − − − = =

������� 3 15ABCS = . 

12.4. +� �� ��&� ���������
2 2

2 2

4 2

4 0

x y x y

x x y

− + − =

− =
.

�������: �� ������� ����
�
�� ��	������� 0x = �	� 2 24 0x y− = .

'�� 0x = , �� ������� ����
�
�� ��	������� 24 2y y− = + . ����  ����
�
�� ���
�����	 ��� 24 0y− ≥ , �.�. 0y = , 
� ���� 
� � ��&�
��. 

���� 2 24 0x y− = . ������ ��������� �� ���#�� �� ����� �������: 
2

2
x y
x y

=
= +

  �  
2

2
x y
x y

= −
= +

. $�&�
���� �� ( )4;2 � 4 2;
3 3

� �−� �
� �

.

12.5. +���
 � ������	
�� �	
 � 030ABC =� . ����#
��� k, � ��
��� ����� ������� �	,
����� ��
��� ���� �, �� ������ �� 	
 � ����� 
. ��� �������� 
� k  � r, �� �� 
�����
	����� 
� ������	
��� �	
.

�������: ���� � � ��
���� 
� k. ��� ����
OC CB⊥ � 030ABC =� , �� �� ��������	
��
������	
�� �
	 
������� 2OB r= �

3BC r= . -���� ��� �����#
����:  
*. � � ��#�� � � 	;  **. � � ��#�� � � 	.
*. 2 3AB AO OB r r r= + = + = . ������

2
01 3 . 3 3 3. .sin 302 4 4ABC

r r rS BA BC= = = .

**. 2AB OB OA r r r= − = − = . ������

A B

C

D 2

3 4

� �

�

	




A′
30°

ma
th-
bg
.co
mCB ,  ,  BCBC

ABCBCΔA . 

coo4
BC CA ABC CA A

B BD DCD DC
= = ��

) g.cg.c9.1.3.5 3 19.1.3.5) 9 1 3 5)

&� ���������������� bgx yx

x

+y

��: ���� ������������� ���

�� 00x == , , ���� �����
�����	��	 ������ 244 24y−−44 2

������mm2 4xx 44mx
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2
01 . 3 3. .sin 302 4 4ABC

r r rS BA BC= = = .

12.6. +���
� � �����	
� ���������	
� �������� �	
DV � ���� V, ������ ��
2AB AV= = .'��� ����� � �� ��������� �
, � �������
� ���
�
� �, �����
����	��
�


� ���	
�� ��% CV.
�) +� �� ������ 	����� S 
� ����
���� 
� ���������� � � ���� �
���� 
� AM x= .
%) +� �� 
����� 
��-��	����� ����
��� 
� S.

������: �) ���� AC BD O∩ = . ������ AOB�
� ���
�%����
 ��������	�
 � ������
���

2AB = , �������� 
������� 1AO BO= = . 
(	�������	
� 2 2AC AO= = � �� AVC�
����� 2 2 2AV CV AC+ = , �������� AV CV⊥ . 
��� CV Nα ∩ = , �� CVα ⊥ �	����, ��
MN CV⊥ � ||MN AV .  
*. ���� � � ��#�� � � �, AD Kα ∩ = , 

AB Lα ∩ = , BV Pα ∩ = � DV Qα ∩ = . 
������ KL VC PQ⊥ ⊥ . �� BD CV⊥ , 
�������� || ||KL BD PQ . ����  MN OV E∩ = . 
��� ���� AO OV⊥ , AO OV= � ||ME AV , �� AM EV x= = . �� AKL� � PVQ� ��
���
�%����
� ��������	
�, �������� ��	������� 2KL PQ x= = . �� ���
�%����
��

��������	�
 VENΔ � ������
��� VE x= 
�������
2

xNE = . ��� ����

1MO EO x= = − , �� ( )2 1ME x= − . ���� �� 	����� S 
� ����
���� ��	�������

( ) ( ) ( )21 1 1. . 2 . 2 1 2 . 4 3
2 2 2 2

xS x KL ME PQ EN x x x x x= + = − + = − .

**. *. ���� � � ��#�� � � 
, CD Tα ∩ = , CB Uα ∩ = . ������ 2 2(2 )TU MC x= = − �

( )2 22MN x= − . (��� �� 	����� 1S 
� ����
���� ��	�������

( ) ( )2
1

1 2. 2
2 2

S x TU MN x= = − .

( ) ( )
1

11 1
2

S S= = .

%) ���%�� �� 
������ ���������� 
� �
������ ( ) ( )21 4 3
2

S x x x= − � �
�����	�

( )0;1 � ( ) ( )2
1

2 2
2

S x x= − � �
�����	� [ )1;2 .

��� ���� �%��	0�
��� �������� 
� ( )S x �� ������� �� 2
3x = � ( )2 0;13x = ∈ , ��

( ) 1 2 4 2 2max 4. 3.
3 9 32

S x � �= − =� �
� �

.

A

V

B

CD

x

x

x

x

1- xM O

N

K

L

P

Q

U

T

M

NE

ma
th-
bg
.co
m

. 
AVC
CVV . . 

	�����, , ����

�, AD KKα ∩∩ AD , 
� DV QDVα ∩∩ DVDV

. ���� BD CBD
Q . ������    �� MN OVMN OV

V , AO OVAO OV �� MEM
��������	
��	
�, , �����


 VENVENΔΔ � ��

EO xx11EO 1 ,, ���� ME
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2 2
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 ������� �� ����	�#�
� ��: ������ 1���
�� (8.1; 9.4; 10.3; 10.5; 11.3; 12.2; 12.3;12.5; 
12.6 ),  (����
  ������� (8.5; 9.4; 9.5; 10.2;11.4;11.5; 11.6), ��
� -���� (10.4; 12.4), 
,��	�
 2������� (8.2; 8.3; 8.4; 9.1; 9.2; 9.3; 9.4; 10.1; 10.2; 10.3; 10.5, 11.1; 11.2; 11.4; 
12.1; 12.3), 2����� 3�
��� (8.6; 9.6; 10.6) 
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