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Задача 12.2. Точките O и I са съответно център на описаната и вписаната окръжност за
триъгълник ABC. Ъглополовящата на ъгъл ACB пресича описаната около триъгълника
окръжност в точка D. Ако r е радиусът на вписаната окръжност, OI = r и ID = 2r, да се
намери sin <) ACB.

Виж зад. 11.2.

Задача 12.3. Дадени са естествени числа a1, a2, . . . , a2011. Да се докаже, че твърдението:

За всяко естествено число n произведението
(
n

a1

)(
n

a2

)
. . .

(
n

a2011

)
се дели на n, е вярно

тогава и само тогава, когато най-големия общ делител на числата a1, a2, . . . , a2011 е равен на
1.

Виж зад. 11.3.

Задача 12.4. Четириъгълникът ABCD е вписан в окръжност, <) BAC < 90◦, <) ABC �= 90◦

и точка M е среда на AC. Да се докаже, че <) BMD = 2 <) BAD тогава и само тогава, когато
е изпълнено равенството AB.CD = AD.BC.

Решение. Нека <) BAC = α и O е центърът на окръжността. От <) ABC �= 90◦ следва, че
O �= M и без ограничение приемаме, че O е във вътрешността на �ABC. Ако <) BMD = 2α,
то от <) BOD = 2α следва, че точките M , O, B и D лежат на една окръжност. Тогава

<) OMB =<) ODB = 90◦ − α

и следователно <) BMC =<) OMC− <) OMB = 90◦− <) OMB = α. Сега от подобието

�MCB ∼ �ADB намираме
MC

CB
=

AD

DB
. Тъй като MC =

1

2
AC, последното е еквивалент-

но на AC.BD = 2AD.BC. От теоремата на Птолемей имаме AC.BD = AD.BC + AB.CD,
откъдето следва AB.CD = AD.BC.

Обратно, ако AB.CD = AD.BC, то AC.BD = 2AD.BC, откъдето �MCB ∼ �ADB
и AC.BD = 2AB.CD, откъдето следва �AMB ∼ �DCB. От горните подобия следва, че
<) AMB =<) AMD =<) BCD = 180◦−α, т.е. <) BMC =<) DMC = α, откъдето <) BMD = 2α.

Оценяване. За правата посока – 4 т.(за доказване, че M , O, B и D лежат на една
окръжност – 1 т.; за <) BMC =<) DMC = α – 1 т.; за подобието на триъгълниците �MCB ∼
�ADB – 1 т.; за използване на Птоломей – 1 т.); За обратната посока – 3 т. (за използване
на Птоломей за доказване на �MCB ∼ �ADB и �AMB ∼ �DCB – 2 т.; за довършване –
1 т.)

Задача 12.5. Дадени са естествени числа n и k, за които n ≥ 3 и 1 ≤ k ≤ n− 2. В група от
n човека има точно k двойки хора, които се познават. Да се докаже, че от тази група могат
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да се изберат n − k + 1 човека, двама от които се познават, като всеки от двамата познати
не познава никой от останалите n− k − 1 от избраните.

Решение. Ще докажем задачата с индукция по n ≥ 3. При n = 3 имаме k = 1 и твърдението
е вярно, тъй като цялата група има исканото свойство.

Да допуснем, че твърдението е вярно за група от n− 1 човека.
Ще го докажем за група от n човека.
Ако k = 1, цялата група от n човека е търсената. Нека k > 1.
Да допуснем, че има човек A, който познава само един от останалите. Групата, получена

след премахване на A е от n − 1 човека и познанствата са k − 1 и твърдението следва от
индукционната допускане.

Тъй като 2n > 2(n − 2) ≥ 2k, то не е възможно всеки да има поне двама познати.
Следователно има човек A без познати. Ако k = n−2, то A заедно с двама, които се познават
дава търсената група. Ако k не е n− 2, махаме A и получаваме задачата за n− 1 човека и k
познати. Според индукционното допускане съществува група от n− 1− k+1 = n− k човека
с исканото свойство. Остава да добавим A към тази група.

Оценяване. За частни случаи, като k = 1 или k = n − 2 – 1 т.; за опити за индукция
– 1 т.; за междинни резултати при използване на индукция – максимум 4 т. (в този случай
предните точки не се добавят).

Задача 12.6. Нека R
+ е множествoтото на положителните реални числа. Да се докаже, че

за всяка неконстанта функция f : R+ → R
+ съществуват числа x, y и z > 0, за които е

изпълнено неравенството

(f(x) + f(y)− 2f(xy)).(f(x) + f(z)− 2f(xz)) < 0.

Решение. Да допуснем противното. Тогава са възможни два случая.
1. (2 т.) f(x) + f(y) ≥ 2f(xy) за произволни x, y > 0. При y = 1 следва, че f(x) ≤ f(1) за

всяко x > 0. Тогава 2f(1) ≥ f(x) + f(1/x) ≥ 2f(1) и значи f(x) = f(1) за всяко x > 0.
2. (3 т.) Съществува x > 0 такова, че (1) f(x) + f(y) ≤ 2f(xy) за всяко y > 0. При y = 1

следва, че f(x) ≥ f(1). Нека m = infR+ f и (an) ⊂ R
+ така, че f(an) → m. При yn = an/x

имаме, че 2m ≤ f(x)+f(yn) ≤ f(xyn) → 2m и значи f(x) = m = f(1) за всяко x > 0, за което
(1) е в сила.

(2 т.) Ако този случай съществува x > 0 такова, че (2) f(x)+f(y) ≥ 2f(xy) за всяко y > 0,
то при y = 1 следва, че m = f(1) ≥ f(x) ≥ m и значи f(x) = f(1) за всяко x > 0, за което (2)
е в сила.

И в двата случая получихме, че f е константа – противоречие.
Забележка. Не ни е известно дали твърдението е вярно за f : R+ → R.
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Задачите са предложени от: 12.1, 12.6 – Николай Николов; 12.2 – Емил Колев; 12.3, 12.4,
12.5 – Александър Иванов
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