
MINISTERSTVO NA OBRAZOVANIETO I NAUKATA

56. Republikanska Olimpiada po Matematika

Oblasten kr�g, 14-15.04.2007 g.

Uslovi� i rexeni� na zadaqite za klas

Da se namer�t vsiqki sto�nosti na x, za koito e izp�lneno neravenstvoto

√−x2 + 6x + 1 + 5x − 15

2x − 5
≥ 2.

Rexenie. Dopustimite sto�nosti za x se poluqavat ot uslovi�ta −x2+6x+1 ≥ 0
i 2x − 5 �= 0. Tova sa vsiqki x ∈ [3 − √

10, 5
2) ∪ (5

2 , 3 +
√

10].

1 sluqa�. Neka x > 5
2 . Togava imame

√
−x2 + 6x + 1 ≥ −x + 5.

Ako x > 5, to neravenstvoto e oqevidno izp�lneno t�� kato l�vata strana

e polo�itelna, a d�snata – otricatelna. Ako x ≤ 5, povdigame v kvadrat i

poluqavame x2 − 8x + 12 ≤ 0, t.e. x ∈ [2, 6]. Rexenie v tozi sluqa� e vs�ko

x ∈ (5
2 , 6].

2 sluqa�. Neka x < 5
2 . Sega

√−x2 + 6x + 1 ≤ −x+5. D�snata strana e polo�itelna

i mo�em da povdignem v kvadrt. Poluqavame x2 − 8x − 12 ≥ 0, t.e. x ∈ (−∞, 2] ∪
[6,+∞). V tozi sluqa� rexenie e vs�ko x ∈ [3 − √

10, 2].

Okonqatelno x ∈ [3 −√
10, 2] ∪ (5

2 , 6].

Daden e 	ABC, v ko�to s D,E i F sa oznaqeni dopirnite toqki na v�nxno

vpisanite okr��nosti s�otvetno k�m stranite BC,CA i AB.

(a) Da se doka�e, qe pravite AD,BE i CF se presiqat v edna toqka.

(b) Ako preseqnata toqka na pravite AD,BE i CF le�i v�rhu vpisanata okr��-

nost za tri�g�lnika, da se doka�e, qe perimet�r�t mu e qetiri p�ti po-gol�m

ot na�-malkata mu strana.

Rexenie. (a) Neka a, b, c sa d�l�inite na stranite na stranite na tri�g�lnika.

Ot svo�stvata na dopiratelnite otseqki imame AF = p−b, BF = p−a, BD = p−c,
CD = p− b, CE = p− a, AE = p− c i tv�rdenieto sledva ot teoremata na Qeva.
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(b) Bez ograniqenie na obwnostta neka b e na�-malkata strana v 	ABC. Da

oznaqim preseqnata toqka na AD, BE i CF s N . Neka osven tova P,Q i R
sa dopirnite toqki na v�trexno vpisanata okr��nost s�otvetno s�s stranite

AB, BC i AC. Lesno se s�obraz�va, qe N le�i na d�gata PQ, nes�d�r�awa to-

qkata R. Izvestno e, qe ako QQ′
e diamet�r na v�trexno vpisanata okr��nost,

to Q′
le�i na AD. (Da se doka�e!) Izpolzva�ki owe vedn�� tozi rezultat,

poluqavame, qe RN e diamet�r na vpisanata okr��nost. Sledovatelno RQ′NQ
e pravo�g�lnik. Sega ∠CAD = ∠CDA, otk�deto p − b = b i 2p = 4b.

Estestvenite qisla a1, a2, . . . , an, n ≥ 3, sa takiva, qe

b1 =
an + a2

a1
, b2 =

a1 + a3

a2
, . . . , bn =

an−1 + a1

an

sa celi qisla. Da se doka�e, qe b1 + b2 + . . . + bn ≤ 3n − 1.

Rexenie. Indukci� po n. Za n = 3 mo�em da predpolo�im, qe a3 e na�-gol�moto

ot qislata a1, a2, a3. Imame b3 = (a2 + a1)/a3 ≤ (a3 + a3)/a3 = 2. Sledovatelno

b3 = 2 (a1 = a2 = a3) i S = 6 ili b3 = 1 (a1 + a2 = a3). V�v vtori� sluqa�

b1 =
a3 + a2

a1
=

a1 + 2a2

a1
= 1 +

2a2

a1
; b2 =

a1 + a3

a2
=

2a1 + a2

a2
= 1 +

2a1

a2
.

T�� kato (2a2/a1)(2a1/a2) = 4 poluqavame, qe 2a2/a1 = 1, 2 ili 4. V�vseki ot

tezi tri sluqa� imame S ≤ 8.

Neka n > 3 i neka sme dokazali tv�rdenieto za n − 1 qisla. Za da mo�em da

prilo�im indukcionnoto dopuskane, t.e. qe

S′ =
an−1 + a2

a1
+

a1 + a3

a2
+

an−2 + a1

an−1

= b′1 + b′2 + . . . + b′n−1 ≤ 3(n − 1) − 1,

tr�bva da sme sigurni, qe qislata b′i sa celi, t.e. qe qislata

b′1 =
an−1 + a2

a1
, b′n−1 =

an−2 + a1

an−1

sa celi. Neka an e maksimalnoto ot qislata an−1, an, a1. Togava

bn =
an−1 + a1

an

≤ an + an

an

= 2

i bn = 1 ili 2. Ako bn = 2 imame a1 = an−1 = an, t.e. b′1 = b1 i b′n−1 = bn−1. Ottuk

sledva, qe

S = S′ + bn = S′ + 2 ≤ 3n − 4 + 2 = 3n − 2.
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Ako bn = 1 imame a1 + an−1 = an i sledovatelno

b1 =
an + a2

a1
=

an−1 + a1 + a2

a1
= 1 +

an−1 + a2

a1
= 1 + b′1

bn−1 =
an−2 + an

an−1
=

an−2 + a1 + an−1

an−1
= 1 +

an−2 + a1

an−1
= 1 + b′n−1.

Qislata b′1 i b′n−1 sa celi i, sledovatelno, s�glasno indukcionnoto dopuskane

S = b1 + b2 + . . . + bn−1 + 1 = (1 + b′1) + b′2 + . . . + (1 + b′n−1) + 1 = S′ + 3 ≤ 3n − 1.

Da se namer�t sto�nostite na realni� paramet�r a, za koito uravnenieto

logx−a(x + a) = 2

ima toqno edno rexenie.

Rexenie. Polagame y = x − a. Zadaqata e ekvivalentna na tova da opredelim,

za koi sto�nosti na realni� paramet�r a uravnenieto logy(y + 2a) = 2 ima

edinstveno rexenie. Tova e ekvivalentno s�s s�westvuvaneto na edinstveno

rexenie na y2 − y − 2a = 0, udovletvor�vawo uslovi�ta y > 0, y > −2a, y �= 1.

1. sluqa�. D = 1 + 8a = 0. Togava a = −1/8 i dostigame do rexenieto y = 1/2,
koeto oqevidno udovletvor�va uslovi�ta.

2. sluqa�. D > 0, t.e. a > −1/8. Neka f(y) = y2 − y − 2a. Ako a ∈ (−1/8, 0],
to −2a ≥ 0 i neobhodimo i dostat�qno uslovie e −2a da le�i me�du korenite

na f(y), t.e. f(−2a) = 4a2 < 0, protivoreqie. Ako a ∈ (0,+∞], to −2a < 0 i

neobhodimo i dostat�qno uslovie e 0 da le�i me�du korenite na triqlena, t.e.

f(0) = −2a < 0, koeto e izp�lneno.

Okonqatelno t�rsenite sto�nosti sa a ∈ (0,+∞) ∪ {− 1
8}.

Da se nameri bro�t na dvo�kite ot estestveni qisla (m,n), koito sa rexeni�

na sistemata

∣∣
∣∣

47m − 48n + 1 ≡ 0 (mod 61)
3m + 2n = 1000

.

Rexenie. Lesno se prover�va, qe 482 ≡ 47 (mod 61) i 486 ≡ 1 (mod 61). Sle-

dovatelno, sravnenieto ot uslovieto mo�e da b�de zapisano v�v vida 482m −
48n + 1 ≡ 0 (mod 61). Qrez neposredstvena proverka ustanov�vame, qe n ne se

deli na 2 i na 3. Sledovatelno ot

0 ≡ 486n − 1 = (483n − 1)(48n + 1)(482n − 48n + 1) (mod 61)
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poluqavame, qe (482n − 48n + 1) (mod 61). Sega 482(m−n) ≡ 1 (mod 61), otk�deto

m ≡ n (mod 3). T�� kato n ne se deli na 2 i 3, poluqavame slednite v�zmo�nost

za m i n:

m = 6k+1, n = 6k+1, m = 6k+4, n = 6k+1, m = 6k+2, n = 6k+5, m = 6k+5, n = 6k+5.

Uravnenieto 3m+2n = 1000 ima rexenie toqno kogato m = 6k+2, n = 6k+5. Po-

natat�k imame 3(6k +2)+2(6l+5) = 1000, otk�deto 3k +2l = 164. Rexeni�, koito

sa estestveni qisla na poslednoto uravnenie se poluqavat za k = 0, 2, 4, . . . , 54,
t.e. obwi�t im bro� e 28.

Daden e pravilen 16-�g�lnik A1A2 . . . A16, v�rhovete na ko�to le�at v�rhu

okr��nost k s cent�r O. V�zmo�no li e da b�dat izbrani qast ot v�rhovete na

xesnadeseto�g�lnika, taka qe pri posledovatelno zav�rtane okolo O na �gli

360◦

16 , 2· 360◦16 , . . ., 16· 360◦16 , otseqkite, sv�rzvawi izbranite toqki da opixat vsiqki

strani i diagonali na 16-�g�lnika toqno po dva p�ti?

Rexenie. Zadaqata mo�e da se preformulira taka: s�westvuva li podmno�-

estvo na {0, 1, . . . , 15}, za koeto vsev�zmo�nite razliki ai − aj (mod 16) opisvat

toqno po dva p�ti vsiqki nenulevi ostat�ci. Oqevidno e, qe t�rsenoto pod-

mno�estvo e 6-elementno.

Da oznaqim s mi, i = 0, 1, 2, 3, bro� na qislata v t�rsenoto mno�estvo, koito

davat ostat�k i pri delene na 4. Imame

∑
mi = 6,

∑
mi(mi − 1) = 6,

∑
mimi+1 =∑

mimi+2 =
∑

mimi+3 = 8. Ottuk poluqavame dve v�zmo�nosti:

(m0,m1,m2,m3) = (3, 1, 1, 1), (1, 3, 1, 1), (1, 1, 3, 1), (1, 1, 1, 3)

ili

(m0,m1,m2,m3) = (0, 2, 2, 2), (2, 0, 2, 2), (2, 2, 0, 2), (2, 2, 2, 0).

Neka t�rsenoto mno�estvo e A = {a1, . . . , a6}. Bez ograniqenie na obwnostta

mo�em da sqitame, qe qetiri ot qislata ai sa qetni, a dve neqetni. Osven tova

mo�em da priemem, qe a1 = 0, a a2, a3, a4 sa ostanalite qetni qisla. Razlikite

ai − aj (mod 16), 1 ≤ i, j ≤ 4 opisvat vsiqki qetni ostat�ci po dva p�ti s

izkl�qenie na dva. Lipsvawite ostat�ci sa:

(i) 2 i 14 (ii) 4 i 12 (iii) 6 i 10 (iv) dva p�ti 8

Sluqa� (iii) e ekvivalentnen na sluqa� (i), t�ka to se poluqava ot nego qrez

umno�enie s 3 po modul 16. za uprost�vane mo�em da razgle�dame mno�estvo

B = {b1, b2, b3, b4}, bi = ai/2, s elementi ot {0, 1, . . . , 7} v koeto lipsvawite razliki

po modul 8 sa razlikite ot (i)–(iv) razdeleni na 2. Osven tova v�v vsiqki

sluqai mo�em da sqitame b0 = 0, b1 = 1.
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Lesno se poluqava, qe v sluqa� (i) imame B = {0, 1, 4, 6}, v sluqa� (ii) – B =
{0, 1, 4, 7}, a sluqa� (iv) e nev�zmo�en. Taka poluqavame dve v�zmo�nosti za A:

A = {0, 2, 8, 12, x, y}
A = {0, 2, 8, 14, x, y}

k�deto x, y sa dve neqetni qisla razliqavawi se s 2 v p�rvi� i 4 v�v vtori�

sluqa�. S neposredstvena proverka se ube�davame, qe kakto i da izbirame

neqetnite qisla x, y ne poluqavame mno�estvo s �elanoto svo�stvo.
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Kriterii za ocen�vane:

Zadaqa 1:

Poluqavane na toqnite intervali za x – 7 toqki.

Propuskane na v�zmo�ni sto�nosti na x – otnemane na 2 toqki.

Zadaqa 2:

Poduslovie (a) - 1 toqka

Poduslovie (b) - 6 toqki.

Ako ne e dokazano, qe Q′
le�i na AD, a tozi fakt e izpolzvan nagotovo se otnemat

2 toqki.

Zadaqa 3: Ide� za izpolzvane na indukci� – 1 toqka.

Dokazvane na bazata na indukci�ta – 2 toqki.

Dokazvane na indukcionnata st�pka – 4 toqki.

Zadaqa 4:

Sve�dane do kvadratno uravnenie – 2 toqki.

Otkrivane na sto�nostta a = − 1
8 – 2 toqki.

Namirane na ostanalite sto�nosti za a – 3 toqki.

Zadaqa 5:

Namirane na vsiqki rexeni� na sravnenieto – 4 toqki.

Namirane na bro� na rexeni�ta na sravnenieto, koito udovletvor�vat i urav-

nenieto – 3 toqki.

Propuskane na v�zmo�ni rexeni� na sravnenieto – 1 ili 2 toqki v zavisimost

ot tova, kolko sa propusnati.

Zadaqa 6:

Preformulirane na zadaqata kato zadaqa za ostat�ci po modul 16 – 1 toqka.

Poluqavane na vr�zki za razpredelenie na ostat�cite ot 6-elementnoto mno�-

estvo, koeto tr�bva da b�de izbrano - 2 toqki.

Naluqkvane na verni� otgovor ne se premira s toqki.
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