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Тема за 8-9 клас

(време за работа 120 минути)
След всяка от задачите от 1 до 10 има 4 отговора, само един от които е верен. Отговорът
на всяка от задачите от 11 до 15 е число. За верен отговор на всяка от задачите от 1 до 5
се присъжда по 1 точка. За верен отговор на всяка от задачите от 6 до 10 се присъждат
по 2 точки. За верен отговор на всяка от задачите от 11 до 15 се присъждат по 3 точки.
За неверен или непосочен отговор не се присъждат точки. Не се разрешава ползването
на калкулатори. Крайното класиране на всички участници в Турнира може да намерите
на адрес http://www.math.bas.bg/salabashev09/.

Журито Ви пожелава приятна работа.

1. Ако |x − 2| = p, където x <
√

3, то x − p е
равно на:

А) −2; Б) 2; В) 2 − 2p; Г) 2p − 2.

2. От сумата на първите 2009 четни естествени
числа е извадена сумата на първите 2009 не-
четни естествени числа. Полученото число е
равно на:

А) 1; Б) 2008; В) 2009; Г) 2010.

3.Функцията f(x) = ax+b има следните свойст-
ва: f(1) ≤ f(2) , f(3) ≥ f(4) и f(5) = 5. Кое от
следните твърдения е вярно:
А) f(10) < 0; Б) f(10) = 0; В) f(10) > 5;

Г) f(10) = 5.

4. Нека a и b са ненулеви реални числа, за

които ab = a − b. Числото
a

b
+

b

a
− ab е равно

на:

А) 2; Б)
1

2
; В) −2; Г) не може да се

определи.

5. Нека ABCD е успоредник с лице 10 и страни
AB = 3 и BC = 5. Върху страните AB, BC,
CD и DA са взети съответно точки E, F , G и
H, за които AE = AH = 1 и CF = CG = 2.
Лицето на четириъгълника EFGH е равно на:

А) 1; Б) 3; В) 5; Г) 7.

6. Най-малката стойност на израза

(a − 1)2 + (b − 1)2 − ab

е равна на:
А) −2; Б) −1; В) 1; Г) 2.

7. Сумата на две различни прости числа между
4 и 18 е извадена от тяхното произведение. Кое
от следните числа би могло да се получи:

А) 180; Б) 119; В) 60; Г) 21.

8. Цифрата на единиците на числото 132009 е
равна на:

А) 1; Б) 3; В) 7; Г) 9.

9. Броят на двойките естествени числа (x, y),

за които
2

x
+

1

y
=

1

2
е равен на:

А) 2; Б) 3; В) 4; Г) повече от 4.

10. Броят на четирицифрените числа, които
при деление на 100 дават частно и остатък,
чиято сума се дели на 11 е равен на:

А) 819; Б) 918; В) 189; Г) 981.

11. Нека ABCD е правоъгълник, M е средата
на страната BC и K е точка върху страната
AB, за която <) KDM =<) MDC. Да се намери
<) KMD.
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12.Да се намери най-малкото естествено число,
чийто цифри са измежду числата 3, 5, 7 и тях-
ната сума се дели на 3, 5 и 7.

13. Колко са правилните n-ъгълници (n ≥ 3),
чийто вътрешни ъгли имат цяло число градуси?

14.Нека A е множество от различни естествени
числа по-малки от 2009 със следното свойство:
за всяко число от A средното-аритметично на
останалите числа от A е естествено число. Кол-
ко най-много елемента може да има A?

15. Да се намери броят на простите числа p, за
които съществува естествено число n такова,
че числото 5pn + 1 е точен квадрат.
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Иван Салабашев 2009
Решения на задачите от темата за 8.-9. клас

1. Ако |x − 2| = p, където x <
√

3, то x − p е равно на:
А) −2; Б) 2; В) 2 − 2p; Г) 2p − 2.

Отговор: В. От x <
√

3 < 2 следва, че |x − 2| = 2 − x. Тогава 2 − x = p и x − p = 2 − 2p.

2. От сумата на първите 2009 четни естествени числа е извадена сумата на първите 2009
нечетни естествени числа. Полученото число е равно на:

А) 1; Б) 2008; В) 2009; Г) 2010.
Отговор: В. Всяко четно число е с 1 по-голямо от предходното нечетно число. Търсената
разлика е 2009.
3. Функцията f(x) = ax + b има следните свойства: f(1) ≤ f(2) , f(3) ≥ f(4) и f(5) = 5. Кое

от следните твърдения е вярно:
А) f(10) < 0; Б) f(10) = 0; В) f(10) > 5; Г) f(10) = 5.

Отговор: Г. От f(1) ≤ f(2) следва, че a ≥ 0, а от f(3) ≥ f(4) следва, че a ≤ 0. Следователно
a = 0 и f(x) = b за всяко x. От f(5) = 5 намираме, че b = 5 и f(10) = 5.

4. Нека a и b са ненулеви реални числа, за които ab = a − b. Числото
a

b
+

b

a
− ab е равно на:

А) 2; Б)
1

2
; В) −2; Г) не може да се определи.

Отговор: А. Имаме

a

b
+

b

a
− ab =

a2 + b2 − (ab)2

ab
=

a2 + b2 − (a − b)2

ab
=

2ab

ab
= 2.

5. Нека ABCD е успоредник с лице 10 и страни AB = 3 и BC = 5. Върху страните AB, BC,
CD и DA са взети съответно точки E, F , G и H, за които AE = AH = 1 и CF = CG = 2.
Лицето на четириъгълника EFGH е равно на:

А) 1; Б) 3; В) 5; Г) 7.
Отговор: В. От DG = DC − CG = 3 − 2 = 1 = AE и следва, че AEGD е успоредник. Тогава

SEFGH = SEFG + SGEH =
1

2
SEBCG +

1

2
SEGDA =

1

2
SABCD = 5.

6. Най-малката стойност на израза (a − 1)2 + (b − 1)2 − ab е равна на:
А) −2; Б) −1; В) 1; Г) 2.

Отговор: А. Имаме

(a − 1)2 + (b − 1)2 − ab = a2 + b2 − 2a − 2b − ab + 2 =
(a − 2)2 + (b − 2)2 + (a − b)2 − 4

2
≥ −2.

Равенство се достига при a = b = 2.
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7. Сумата на две различни прости числа между 4 и 18 е извадена от тяхното произведение.
Кое от следните числа би могло да се получи:

А) 180; Б) 119; В) 60; Г) 21.
Отговор: Б. Простите числа между 4 и 18 са 5, 7, 11, 13 и 17. Нека x и y са две от тях. Тогава
xy− (x+ y) = (x− 1)(y− 1)− 1 е нечетно число, което е най-малко 23 = 5.7− (5+7). Търсеното
число е 119 = 11.13 − (11 + 13).
8. Цифрата на единиците на числото 132009 е равна на:

А) 1; Б) 3; В) 7; Г) 9.
Отговор: Б. Трябва да намерим последната цифра на 32009. От 31 = 3, 32 = 9, 33 = 27, 34 = 81
и 35 = 243 следва, че последните цифри на 3n се повтарят през 4. От 2009 = 4.502 + 1 следва,
че последната цифра на 32009 е 3.

9. Броят на двойките естествени числа (x, y), за които
2

x
+

1

y
=

1

2
е равен на:

А) 2; Б) 3; В) 4; Г) повече от 4.
Отговор: В. Тъй като x > и y > 0 следва, че x > 4, y > 2. Даденото равенство записваме във
вида (x − 4)(y − 2) = 8. Оттук намираме, че

(x, y) = (5, 10), (6, 6), (8, 4), (12, 3).

10. Броят на четирицифрените числа, които при деление на 100 дават частно и остатък,
чиято сума се дели на 11 е равен на:

А) 819; Б) 918; В) 189; Г) 981.
Отговор: А. От n = 100q + r = 99q + q + r следва, че разглежданите числа са всички
четирицифрени числа, които се делят на 11. Техният брой е:

[
9999

11

]
−

[
999

11

]
= 909 − 90 = 819.

11. Нека ABCD е правоъгълник, M е средата на страната BC и K е точка върху страната
AB, за която <) KDM =<) MDC. Да се намери <) KMD.
Отговор: <) KMD = 90◦. Нека правата DM пресича продължението на AB в точка L. Тогава
�MCD ∼ �MBL и LM = DM . От друга страна <) KDM =<) MDC =<) KLD, т.е. KD = KL.
Следователно KM ⊥ DL и <) KMD = 90◦.
12. Да се намери най-малкото естествено число, чийто цифри са измежду числата 3, 5, 7 и

тяхната сума се дели на 3, 5 и 7.
Отговор: 77 . . . 7︸ ︷︷ ︸

15 пъти
. Сумата от цифрите на числото се дели на 3.5.7 = 105 и значи е поне 105.

Тъй като най-голямата от цифрите е 7, то числото има поне 105 : 7 = 15 цифри. При това то
е 15 цифрено само ако всичките му цифри са седмици, защото в противен случай сумата от
цифрите му ще е по-малко от 105.
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13. Колко са правилните n-ъгълници (n ≥ 3), чийто вътрешни ъгли имат цяло число градуси?

Отговор: 22. Вътрешните ъгли на правилен n-ъгълник са равни на (n−2)180◦
n

= 180◦ − 360◦
n
.

Следователно n е делител на 360. Тъй като 360 = 23.32.51 следва, че n = 2a.3b.5c, където
0 ≤ a ≤ 3, 0 ≤ b ≤ 2 и 0 ≤ c ≤ 1 и имаме 4.3.2 = 24 възможности за n. Тъй като n ≥ 3 не трябва
да броим делителите 1 и 2, т.е. възможностите са 22.
14. Нека A е множество от различни естествени числа по-малки от 2009 със следното свойство:

за всяко число от A средното-аритметично на останалите числа от A е естествено число. Колко
най-много елемента може да има A?
Отговор: 45. Нека елементите на са естествените числа 1 ≤ x1 < x2 < · · · < xn < 2009. От
условието следва, че за всяко 1 ≤ i ≤ n числото si = x1+···+xn−xi

n−1
е цяло. Оттук s1 − si = xi−x1

n−1

и значи xi = (n − 1)ki + x1, където 0 = k1 < k2 < · · · < kn са цели числа. Тогава kn ≥
n − 1 и следователно 2009 > xn = (n − 1)kn + x1 ≥ (n − 1)2 + 1. Оттук n − 1 ≤ 44, защото
452 = 2025 > 2009, т.е. n ≤ 45. Следователно A има най-много 45 елемента и такъв пример е
A = {1, 45, 89, . . . , 1937}.
15. Да се намери броят на простите числа p, за които съществува естествено число n такова,

че числото 5pn + 1 е точен квадрат.
Отговор: 3. Нека p е просто число и 5pn + 1 = m2 за някои естествени числа m и n. Тогава
(m − 1)(m + 1) = 5pn. Ако p е нечетно число, то m − 1 и m + 1 са нечетни числа и значи са
взаимно-прости. Следователно едно от тях е равно на 1 или 5. Равенството (m−1)(m+1) = 5pn

не е вярно при m− 1 = 1 или m+1 = 1. Ако m− 1 = 5, получаваме 5.7 = 5pn, т.е. p = 7 и n = 1.
Ако m + 1 = 5 получаваме 3.5 = 5pn, т.е. p = 3 и n = 1.
Ако p = 2, то 5.24 + 1 = 92, откъдето намираме, че p = 2 е възможно решение. Следователно
единствените прости числа с исканото свойство са 2, 3 и 7.

Задачите от тази тема са предложени от Олег Мушкаров.
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1)2 + 11. Оттук. Отт n

й-много 45 елементаного 45 елем

ито съществува естесъществува
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войство савойство са 22,, 3 ии 77
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