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Çàäà÷à 1. Ðåøåòå óðàâíåíèåòî log2

5− x√
1− x

= 2.

Ðåøåíèå. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò å x ∈ (−∞, 1). Äàäåíîòî óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà 5− x√
1− x

= 4, è ïðè
x ∈ (−∞, 1) ëÿâàòà ìó ñòðàíà å ïîëîæèòåëíà. Ñëåä ïîâäèãàíå íà äâåòå ñòðàíè â êâàäðàò è îñâîáîæäàâàíå
îò çíàìåíàòåë ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî x2 +6x+9 = 0, è îò òóê x1 = x2 = −3. Òúé êàòî x = −3 ïðèíàäëåæè
íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, òî å ðåøåíèå íà äàäåíîòî óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 2. Ëèöåòî íà ðîìá ABCD å ðàâíî íà 120, à ðàäèóñúò íà âïèñàíàòà â íåãî îêðúæíîñò å ðàâåí íà 60
13

.
Íàìåðåòå äúëæèíèòå íà äèàãîíàëèòå AC è BD.

Ðåøåíèå.Àêî a å äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà íà ðîìáà, à h å âèñî÷èíàòà ìó, èìàìå S = a.h = a.2r, ò.å. 120 = a.
120
13

,
îòêúäåòî a = 13. Íåêà AC = x è BD = y (x > 0, y > 0), òîãàâà ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà AC.BD = 2S
è AC2 + BD2 = 4a2, ò.å. xy = 240 è x2 + y2 = 676. Ðåøåíèÿòà íà òàçè ñèñòåìà ñà x1 = 24, y1 = 10 è
x2 = 10, y2 = 24. Ñëåäîâàòåëíî çà äèàãîíàëèòå íà ðîìáà èìàìå äâå âúçìîæíîñòè: AC = 24 è BD = 10 èëè
AC = 10 è BD = 24.

Çàäà÷à 3. Íàìåðåòå âñè÷êè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî sin2 x + 6 sin2 x

2
= 4.

Ðåøåíèå. Çàìåñòâàìå â äàäåíîòî óðàâíåíèå sin2 x = 1− cos2 x è 2 sin2 x
2 = 1− cos x è ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåí-

òíîòî óðàâíåíèå cos2 x + 3 cos x = 0, ò.å. (cos x + 3) cos x = 0. Îò òóê cos x + 3 = 0 èëè cos x = 0. Ïúðâîòî îò
òåçè óðàâíåíèÿ íÿìà ðåøåíèå, à ðåøåíèÿòà íà âòîðîòî óðàâíåíèå ñà x =

π

2
+ kπ, k - öÿëî ÷èñëî.

Çàäà÷à 4. Îêîëî îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñúñ ñòðàíà BC =
√

3 å îïèñàíà îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ 1.
Îò âúðõà A å ñïóñíàò ïåðïåíäèêóëÿð êúì äîïèðàòåëíàòà êúì îêðúæíîñòòà ïðåç âúðõà C, êîéòî ïðåñè÷à
äîïèðàòåëíàòà â òî÷êà M è CM = 1. Íàìåðåòå ãîëåìèíàòà íà ^ACB.

Ðåøåíèå. Îò ñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4ABC èìàìå BC = 2 sin α =
√

3, îòêúäåòî íàìèðàìå sin α =
√

3
2

. Ïî
óñëîâèå 4ABC å îñòðîúãúëåí, çàòîâà α = 60o. Èìàìå îùå ^ACM = ^ABC = β
(èçìåðâàò ñå ñ åäíà è ñúùà äúãà îò îêðúæíîñòòà). Îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê
ACM è ñèíóñîâàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå CM = AC. cosβ = 2 sin β cos β = sin 2β = 1.
Òúé êàòî β å úãúë â òðèúãúëíèê, ñëåäâà, ÷å β = 45o. Îò òóê íàìèðàìå

^ACB = 180o − α− β = 180o − 60o − 45o = 75o.

Çàäà÷à 5. Íàìåðåòå âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð p, ïðè êîèòî íåðàâåíñòâàòà

−9 ≤ 3x2 + px− 6
x2 − x + 1

≤ 6

ñà èçïúëíåíè çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x.
Ðåøåíèå. Çàáåëÿçâàìå, ÷å x2 − x + 1 > 0 çà âñÿêî x, çàòîâà äâåòå íåðàâåíñòâà ñà åêâèâàëåíòíè íà ñèñòåìàòà
îò êâàäðàòíè íåðàâåíñòâà 12x2 + (p − 9)x + 3 ≥ 0 è 3x2 − (p + 6)x + 12 ≥ 0. Çà äà áúäå èçïúëíåíî âñÿêî îò
òåçè íåðàâåíñòâà çà âñÿêî x, å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî äèñêðèìèíàíòèòå íà ñúîòâåòñòâàùèòå èì êâàäðàòíè
óðàâíåíèÿ äà ñà íåïîëîæèòåëíè, ò.å., D1 = (p− 9)2− 144 ≤ 0 è D2 = (p + 6)2− 144 ≤ 0. Ðåøåíèÿòà íà D1 ≤ 0
ñà p ∈ [−3, 21], à íà D2 ≤ 0 ñà p ∈ [−18, 6]. Ñå÷åíèåòî íà òåçè äâà èíòåðâàëà íè äàâà òúðñåíèòå ñòîéíîñòè íà
ïàðàìåòúðà: p ∈ [−3, 6].

Çàäà÷à 6. Íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòðàíè â òðèúãúëíèêà ABC ñà BC = 4 è AB = 9. Íàìåðåòå äúëæè-
íàòà íà ñòðàíàòà AC, àêî å äàäåíî, ÷å ∆ABC å ïîäîáåí íà òðèúãúëíèê ñ äúëæèíè íà ñòðàíèòå, ðàâíè íà
âèñî÷èíèòå íà ∆ABC.
Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì BC = a, AC = b, AB = c, è íåêà ha, hb è hc ñà ñúîòâåòíèòå âèñî÷èíè êúì òÿõ.
Ñúãëàñíî óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà èìàìå a ≤ b ≤ c, îòêúäåòî ïðåäâèä aha = bhb = chc (= 2S4ABC) å èçïúëíåíî
ha ≥ hb ≥ hc. Òîãàâà äâîéêèòå ñúîòâåòíè ñòðàíè â äâàòà ïîäîáíè òðèúãúëíèêà èìàò äúëæèíè a è hc, b è hb,
c è ha, è çàòîâà a : b : c = hc : hb : ha. Âèæäàìå, ÷å òðÿáâà äà å èçïúëíåíî hc : hb = a : b, à îò äðóãà ñòðàíà
èìàìå hc : hb = b : c. Îò òóê çàêëþ÷àâàìå, ÷å a : b = b : c, ò.å. b2 = ac. Òàêà ïîëó÷àâàìå AC =

√
4.9 = 6.
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Çàäà÷à 7. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî ÷èñëî x > 0 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

(x + 1)n +
( 1

x
+ 1

)n

≥ 2n+1.

Ðåøåíèå. Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = (x + 1)n +
( 1

x
+ 1

)n

= (x + 1)n
(
1 +

1
xn

)
. Òÿ å äèôåðåíöèðóåìà â

(0,∞) è ïðîèçâîäíàòà �è å

f ′(x) = n(x + 1)n−1
(
1 +

1
xn

)
− n

(x + 1)n

xn+1
=

n(x + 1)n−1

xn+1
(xn+1 − 1) =

n(x + 1)n−1

xn+1
(x− 1)(1 + x + x2 + · · ·+ xn).

Âèæäàìå, ÷å f ′(x) < 0 ïðè x ∈ (0, 1) è f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (1,∞). Ñëåäîâàòåëíî f(x) å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà
(0, 1) è ðàñòÿùà â (1,∞). Îò òóê çàêëþ÷àâàìå, ÷å ïðè x > 0 å èçïúëíåíî f(x) ≥ f(1) = 2n + 2n = 2n+1.

Çàäà÷à 8. Â òðèúãúëíèêà ABC äúëæèíèòå íà ìåäèàíàòà CM îò âúðõà C (M ∈ AB) è úãëîïîëîâÿùàòà BL
íà ^ABC (L ∈ AC) ñå îòíàñÿò êàêòî 5 : 6, îêîëî ÷åòèðèúãúëíèêà MBCL ìîæå äà ñå îïèøå îêðúæíîñò è
AB = 18. Íàìåðåòå äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå AC è BC.
Ðåøåíèå. Íåêà äà âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà BC = a è AC = b. Îò òîâà, ÷å BL å úãëîïîëîâÿùà íà ^ABC è
îêîëî ÷åòèðèúãúëíèêà MBCL ìîæå äà ñå îïèøå îêðúæíîñò ñëåäâà, ÷å ^ABL = ^LBC = ^LCM = ^LMC.

Îò òóê çàêëþ÷àâàìå, ÷å òðèúãúëíèöèòå AMC è ALB ñà ïîäîáíè. Îò ñâîéñòâîòî
íà úãëîïîëîâÿùàòà â òðèúãúëíèêà èìàìå AL : LC = AB : BC = 18 : a. Îò òóê è
îò AL + LC = b íàìèðàìå AL =

18b

a + 18
. Îò 4AMC ∼ 4ALB ïîëó÷àâàìå

AM

AL
=

AC

AB
=

CM

BL
, ò.å., 9

18b
a+18

=
b

18
=

5
6
.

Îò ïîñëåäíèòå äâå óðàâíåíèÿ íàìèðàìå b = 15 è a = 7, ò.å. AC = 15 è BC = 7.

Çàäà÷à 9. Íåêà G å ìåäèöåíòúð íà ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ õèïîòåíóçà AB. Íàìåðåòå âúçìîæíî
íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà cotg ^AGB.
Ðåøåíèå. Íåêà BC = a, AC = b, ^AGB = ϕ, è íåêà A1 è B1 ñà ñðåäèòå ñúîòâåòíî íà BC è AC. Îò
ñâîéñòâîòî íà ìåäèöåíòúðà çíàåì, ÷å AG =

2
3
AA1 è BG =

2
3
BB1. Îò òóê è îò Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà çà

4AA1C è 4BB1C íàìèðàìå AG2 =
4
9
(
AC2 + CA2

1

)
=

1
9
(4b2 + a2), BG2 =

4
9
(
BC2 + CB2

1

)
=

1
9
(4a2 + b2). Îò

êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4ABG ïîëó÷àâàìå

2AG.BG cosϕ = AG2+BG2−AB2 =
1
9
(
4b2+a2+4a2+b2−9a2−9b2

)
= −4

9
(
a2+b2

) ⇒ AG.BG cos ϕ = −2
9
(a2+b2).

Îò 2S4AGB = AG.BG sin ϕ è S4AGB =
1
3
S4ABC =

1
6
ab ñëåäâà AG.BG sin ϕ =

1
3
ab.

Îò ïîëó÷åíèòå èçðàçè çà AG.BG sin ϕ è AG.BG cos ϕ íàìèðàìå cotg ϕ = −2
3

a2 + b2

ab
.

Îò íåðàâåíñòâîòî a2 + b2 ≥ 2ab ïîëó÷àâàìå cotg ϕ ≤ −2
3

2ab

ab
= −4

3
, êàòî ðàâåí-

ñòâîòî ñå äîñòèãà ñàìî ïðè a = b. È òàêà, ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà cotg ^AGB

å −4
3
è ñå äîñòèãà ïðè ðàâíîáåäðåí ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê.

Çàäà÷à 10. Äàäåíè ñà ôóíêöèèòå f(x) = x2 + ax + b è g(x) = x2 − ax + c, êúäåòî ðåàëíèòå ÷èñëà a, b
è c óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî 2a2(b + c) + (b− c)2 < 0. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî îò óðàâíåíèÿòà f(x) = 0 è
g(x) = 0 èìà ðåàëíè è ðàçëè÷íè êîðåíè.
Ðåøåíèå. Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ èçâåñòåí ôàêò: àêî çà êâàäðàòíàòà ôóíêöèÿ h(x) ñ ïîëîæèòåëåí êîåôèöè-
åíò ïðåä x2 ñúùåñòâóâà ðåàëíî ÷èñëî x0, òàêîâà ÷å h(x0) < 0, òîãàâà óðàâíåíèåòî h(x) = 0 èìà äâà ðàçëè÷íè
ðåàëíè êîðåíà.

Íåðàâåíñòâîòî â óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà íå ìîæå äà áúäå èçïúëíåíî ïðè a = 0, çàòîâà a 6= 0 è îò òóê
f(x) 6= g(x). Ùå ïîêàæåì, ÷å ãðàôèêèòå íà f(x) è g(x) èìàò åäèíñòâåíà ïðåñå÷íà òî÷êà (x0, y0). Íàèñòèíà,
óðàâíåíèåòî f(x) = g(x) ïðèòåæàâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x0 =

c− b

2a
. Ñ íåïîñðåäñòâåíî ïðåñìÿòàíå ïîëó÷àâàìå

y0 = f(x0) = g(x0) =
1

4a2

[
2a2(b + c) + (b− c)2

]
< 0. Ïðèëàãàìå ãîðíîòî òâúðäåíèå ñ h(x) = f(x) è h(x) = g(x),

çà äà çàêëþ÷èì, ÷å âñÿêî îò óðàâíåíèÿòà f(x) = 0 è g(x) = 0 èìà äâà ðåàëíè è ðàçëè÷íè êîðåíà.

Ïúëíîòî ðåøåíèå íà âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñ 4 òî÷êè. Îöåíêàòà ñå ïîëó÷àâà ïî ôîðìóëàòà 2+0, 1.N ,
êúäåòî N å áðîÿò íà ïîëó÷åíèòå òî÷êè.
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